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厳密実数計算と AERN

厳密実数計算（Exact Real Computation)とは誤差なしで実数
の計算する方法である。

厳密実数計算のフレームワークはプログラミング言語に実数の
型などを導入する。
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AERN: 実数

実数の任意の正確な近似値の出力が可能

...> pi ? (bits 60)
[3.1415926535897932384626421... ± 3.3087e-24 2^(-78)]

標準的な算術演算が利用可能

...> pi + pi*pi+2^(-3) ? (bits 60)
[13.1361970546791518572971076... ± 5.0568e-23 2^(-74)]
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AERN: 極限

早いコーシー列の極限が計算できる。
aに収束する早いコーシー列: |an − a| ≤ 2−n

e_sum n = sum $ map (recip . fact) [0..n]

e_sum n =
∑n

k=0
1
k!

eと e_sum(n)の差が 2−(n−2)より小さいため、
n -> e_sum(n+2)が eに収束する早いコーシー列である。

...> my_e = limit \(n :: Integer) -> e_sum (n+2)

...> my_e ? (prec 1000)
[2.71828182845904523536028747... ± ~0.0000 ~2^(-1217)]
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AERN: 実数の比較

実数に対する比較演算子は、Kleenean（Lazy Boolean）のオブ
ジェクトを返す。

...> pi > 0
{?(prec 36): CertainTrue}

...> pi == pi
{?(prec 36): TrueOrFalse}

...> pi == pi + 2^(-100)
{?(prec 36): TrueOrFalse}

...> (pi == pi + 2^(-100)) ? (prec 1000)
CertainFalse
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cAERN

• cAERN (Park, Konecný, T.)は公理的に厳密実数計算を定
義する Coqライブラリーである

• 一つの目標は AERNのユーザープログラムの抽出
• そのため公理的に AERNの型と演算子を導入する

• K:true, false, ⊥が存在する Kleeneanの型
• R: 標準的な算術演算およびク Kleeneanの比較演算子が存
在する実数の型

• 計算的に妥当な公理、例えば
lim s : ∀(n,m). |sn − sm| < 2−n−m → Σ(r : R). ∀(k :

N). |r − sk| < 2−k
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実数の公理
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非決定性

x

y

2−n

2−n

Approximate splitting

softcomparison:∀(x, y : R). ∀(n : N).M(x < y + 2−n + y < x + 2−n)

決定的な関数 R→ Bが存在しない。
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非決定性
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例：実数の最大値

max(x, y)を以下の（非決定的な）列の極限にする

• If x < y + 2−n, then f(n) = y

• If y < x + 2−n, then f(n) = x

このように定義されている全ての列が以下の形である。

x, x, y, y, x, x, x, y, x, y, y, y, y, y, y, y, y, y, y
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プログラム抽出

∀(x : R). MΣ(y : R). P x y

の証明から入力 xに対して Pを満たす実数 yを計算するプロ
グラムが抽出可能である。

そのため Coqで定義された型 Rは AERNの CReal、実数の演
算子は AERNの演算子に抽出する。
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抽出の例
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Example: Fractal drawings
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結論と今後の課題

• 実数、複素数上の証明から効率的な AERNプログラムを
抽出できます。

• 部分集合や関数空間を扱う際、それらを効率的に表現する
ことが重要です。

• これからは、zoomingに基づくより便利な部分集合表現を
実践する予定。

• また、関数空間につきまして、Taylorモデルに基づくより
効率的な表現を実践する予定。

ご清聴ありがとうございました!
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